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Integración de funciones  
   
 ¿Qué es integrar una función?  
Entenderemos a la integración como una operación matemática que resulta ser la operación 
inversa a la derivación, así como la división lo es a la multiplicación, o la radicación lo es a la 
potenciación. Para ello, definiremos algunos conceptos analizando un ejemplo: 
Consideremos la función 3( )f x x  cuya derivada es 2´( ) 3f x x . 
Pensemos ahora en el camino inverso, es decir si tuviéramos la función 2( ) 3f x x , y 
quisiéramos saber de qué función derivada se obtuvo. ¿Cuál es el procedimiento a realizar? 
Pensar qué función derivamos para obtener ese resultado. 
2( ) 3f x x  es una función polinómica, con lo cual su derivada, por regla, se obtuvo de 
derivar 3( )F x x . 
A ésta última función que obtuvimos se la llama primitiva o antiderivada de la función 
2( ) 3f x x . 
En general, a una función ( )F x se la denomina primitiva o antiderivada de la función ( )f x , 
si y sólo si al derivar ( )F x se obtiene ( )f x en un intervalo real I. 
En símbolos, ( )F x es una primitiva de ( )f x   ´( ) ( ),F x f x x I    
Sin embargo, ( )f x  no tiene una única primitiva, sino que todas las funciones de la forma 
( )F x C , es decir, que difieren en una constante C real, son primitivas de ( )f x  dado que la 
derivada de una constante es cero. 
 
 
Teorema: Familia de primitivas 
 





La operación de hallar todas las primitivas de una función ( )f x  se llama integración 
indefinida o antiderivación. Simbólicamente: ( ) ( )f x dx F x C    
 
 
Algunas propiedades de la integración    
 
 ( ) ( )k f x dx k f x dx     
La integral de una constante multiplicada por una función es igual a la constante 
multiplicada por la integral de la función. 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      
La integral de la suma o resta de dos funciones es igual a la suma o resta de las 
integrales de cada función.
 
 
  Lista de algunas primitivas  
Observamos que, si leemos en sentido inverso la tabla de derivadas, obtenemos el 
siguiente listado. 
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Actividad 1 
Hallar las primitivas 
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Métodos de integración  
 
Generalmente sucede que las funciones a integrar no tienen una familia de primitivas 




Integración por sustitución  
 
En algunos casos nos podemos encontrar con integrandos que son el producto de una 
función y su derivada o parte de ella. 
Consideremos la función 3 2( ) 1 3f x x x   .  
Si llamamos 3( ) 1u u x x   , su derivada es 2´( ) 3du u x dx x dx  . El método de 
sustitución nos permite hacer lo siguiente: 
 
3 2( ) 1 3 ( ). ´( )f x dx x x dx u x u x dx udu         simplificando la notación.  
La resolvemos aplicando reglas: 





udu u du C C

    

   







f x dx C





 2 12 xx e dx  
 
Para resolver esta integral podemos usar el método de sustitución porque en ella 
encontramos la función 
2 1x    y su derivada 2x . 
 
A la función la llamamos 
2 1u x   y con la derivada y el dx formamos el du: 
 2 1 2du d x xdx   . 
Reemplazando la integral que queremos resolver: 
 





Actividad 2  
Calcular aplicando el método de sustitución: 
 
2.1 2 4   2.2      2.3  
2.4 
√
   2.5     2.6  
2.7 2    2.8     2.9  
 
Otro método muy utilizado para la resolución de integrales indefinidas es el siguiente. 
 
 
Integración por partes  
 
Este método nos es útil cuando reconocemos en el integrando el producto entre una función 
y el diferencial de otra. Se deduce de la derivada por regla de un producto de funciones. 
Consideremos la siguiente función: ( ) xf x x e   
Supongamos que queremos derivarla por regla, entonces tomamos: ( )u x x  y ( ) xv x e  
La elección no es arbitraria, se hará de manera que se simplifique al máximo la integral que 
quede por resolver.  
Recordando la derivada de un producto:  ´( ) ( ) ( ) ´ ( )´ ( ) ( ) ( )´f x u x v x u x v x u x v x      y 
aplicándola a la función obtenemos: ´( ) 1 x xf x e x e    . 
Si tomamos la regla del producto y la integramos: 
 
   
la integral de una
derivada es la 
misma función
´( ) ( ) ( ) ´ ( )´ ( ) ( ) ( )´ ( )´ ( ) ( ) ( )´
( ) ( )
f x dx u x v x dx u x v x u x v x dx u x v x dx u x v x dx
u x v x
         





ésta es la integral
que queríamos
resolver
( ) ( ) ( )´ ( ) ( ) ( )´u x v x u x v x dx u x v x dx       
Despejando: 
( ) ( )´ ( ) ( ) ( ). ( )´    u x v x dx u x v x v x u x dx  
  
Veamos el ejemplo con el que estábamos trabajando.  
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Integral Definida  
 
Continuando con la idea de dividir al intervalo en el cual queremos calcular el área, 
seleccionando rectángulos que mejor se ajusten a la curva, iremos tomando distintas 
particiones Pn cada una posterior a la otra a medida que n, el número de sub-intervalos crece. 
Consecuentemente, aumentando el número de intervalos haciendo tender n a infinito, pero 
teniendo la precaución de no dejar ningún subintervalo sin subdividir. Para lograr esto, por 
ejemplo, se puede hacer que cada partición posterior se obtenga de una anterior por una 
subdivisión de cada subintervalo en dos. 
Además, si a medida que aumentamos n haciendo tender la norma N a cero, estamos 
asegurando que ningún subintervalo permanezca sin subdividir. 
Teniendo en cuenta estas consideraciones sobre la forma particular de hacer tender n a 
infinito, podemos definir la integral definida como el límite  al cual tiende la suma de Riemann, 
siempre que dicho límite exista. Si el límite  existe, decimos que f(x) es integrable sobre  ,a b  
Si una función es continua sobre  ,a b entonces se puede demostrar que es integrable sobre 
dicho intervalo, cuando el número de subintervalos n tiende a infinito. 








y para expresarlo usaremos el símbolo de  Leibnitz:     dxxfI b
a  
que se lee “integral entre   	y b  de f de x,  diferencial de x”. El símbolo  proviene de una 
deformación de la S de suma; el número “ ” recibe el nombre de límite inferior de integración y   
“ ”  el de límite superior. 
Llamaremos intervalo de integración, al intervalo  ,a b  y  a f(x), integrando. 









lim  usando el concepto de norma, esto mismo 










Se puede demostrar, que una vez aplicado el límite sobre la suma de Riemann, el valor 
resultante, es decir la integral, ya no depende de la partición ni del aumento particularmente 
tomado, sino sólo de la función f(x) y de los extremos  y b. Se hace notar especialmente que 
el cálculo de una integral definida es un número, el que resulte del límite propuesto sobre la 
suma de Riemann. 
Si volvemos sobre el cálculo del área bajo la curva planteado anteriormente, en donde 





A f t x

  , intuitivamente nos damos cuenta que el área 





número de intervalos de la partición. También es intuitivo que, en el límite, cuando el número 
de los rectángulos elementales tiende a   , la suma dará exactamente el área A. 






A f t x f x dx


   
 
Como conclusión obtenemos: 
Si f(x) es continua y no negativa en el intervalo cerrado a b, , el área de la región limitada 




f x dx  
 
 
Algunas propiedades de la integral definida  
 




 Aditividad de los intervalos de integración:   





a    si c es un punto del intervalo  a b,  
 Intercambio de los extremos de integración:      dxxfdxxf a
c
c
a    
 Propiedad lineal de las integrales definidas: 
 
 Propiedad de aditividad o superposición: 






   
 Propiedad de homogeneidad: 
    dxxfKdxxfK b
a
b
a    
 
Si f(x) es una función continua en a b, ,  ,x a b  entonces se puede definir la función 
integral       dxxfxA x
a   donde  A x  es una primitiva de f(x); o sea:    xfxA ' . 
Esta definición nos es útil para la demostración del siguiente teorema. 
 
 
Teorema Fundamental de Cálculo Integral  
  
Sea F(x) una primitiva de f(x), entonces se verifica que 







por la definición anterior la función integral A(x) es otra primitiva de f(x) o sea: 
   xfxA '     (II) 
y sabemos que dos funciones que tienen igual derivada difieren de una constante. Por lo 
tanto de las ecuaciones (I)  y  (II) podemos plantear: 
 (III)     ( ) C
x
a
A x f x dx F x        
Para calcular la constante C hacemos x = a. 
  ( ) C
a
a
f x dx F x   
Usando una de las propiedades de la integral definida 
0 ( ) CF a   
de donde 
( )C F a         (IV) 
Reemplazando (IV) en (III) 




aFxFdxxf   
y haciendo x = b, resulta 
     aFbFdxxfb
a
     (V) conocida con el nombre de:  
 
Regla de Barrow 
Recordemos que F(x) es una primitiva de f(x). 
La expresión (V) vincula el concepto de integral definida y el de antiderivada, que como 
sabemos, se calcula mediante integración indefinida. El uso de esta regla simplifica 
notablemente el cálculo de las integrales definidas.  
Resulta cómodo usar la notación: 
      baxFaFbF   
con ello la regla de Barrow puede escribirse: 
    ba
b
a
xFdxxf   
Por ejemplo, para hallar    dxx 2
2
1  














Actividad 4  
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no puede ser negativa; en consecuencia, debe tomarse el valor absoluto del resultado de la 
integral cuando lo que se está calculando es un área. El valor negativo de la integral en estos 
casos lo único que indica es que la curva está por debajo del eje x. 
En estos casos, tomamos el valor absoluto del resultado: 
10 10
3 3
   . Este será el valor del 
área que encierran las curvas dadas. 
La dificultad se presenta cuando a lo largo del intervalo de integración la función cambia de 
signo de modo que parte de la curva queda debajo del eje   y parte encima de él. Si no se 
tiene la precaución de graficar la curva y con ello evidenciar este hecho, se cometerá el error 
de suponer que la integral está dando el área entre la curva y el eje x, cuando en realidad el 
resultado de la integral estará dando la diferencia entre las áreas que están por encima del eje 
  y las que están debajo. 
En el ejemplo, ocurriría esto si integramos entre 0 y 6. Para evitar este inconveniente 
debemos dividir el intervalo de integración en tantos subintervalos dentro de los cuales la 
función tenga un mismo signo; integrar entonces separadamente sobre cada intervalo y sumar 
luego los valores absolutos de cada resultado. 
 
Por ejemplo, calcularemos el área limitada por 2 2y x x  , el eje x y las rectas x=0 y x=3 
1) Hallamos las intersecciones de la curva con el eje x. 
 2 2 0 2 0x x x x     resulta  1 20 2x y x   
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27 8 42 9 4
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 en el intervalo  0,1  es de 
20,65829cm . 
 
   
Fórmula de Simpson  
 
En la fórmula de los trapecios, hemos sustituido la curva por una poligonal inscripta. Una 
mejor forma de aproximación es sustituir la curva por arcos de parábola. La fórmula de 
Simpson, aproxima el cálculo del área bajo la curva, sustituyendo la curva por una parábola, 




Área E I P

    
teniendo E, I y P significado análogo al descripto para la fórmula de los trapecios. 
 





 ; tomando x = 0,1 como en el método de los 
trapecios, podemos hallar (usando la tabla construida para dicho método): 
 
                                      0,7071 0,5773 1, 2844E     
 4   4 0,7053 0,6917 0,6666 0,6337 0,5965   13,1752I        
 2  2 0,7001 0,6804 0,6509 0,6155   5,2938P       
                      0,1 0,11, 2844 13,1752 5, 2938 19,7534 0,6584
3 3
A      
 








 en el intervalo  0,1  es de 20,6584cm . 
 
Sugerimos leer del capítulo 10: “Estimación del trabajo que realiza el músculo cardíaco 
durante un ciclo” y “Cálculo de la fotosíntesis”, donde se vincula la integración estudiada en 
este capítulo. Y del capítulo 9: “Áreas y volúmenes de piezas arqueológicas”. 
 
Actividad 6 
6.1 Aplicando la fórmula de los trapecios, hallar el valor aproximado de las siguientes 
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 El área a 1,5 m será:   ][00,7][67,6981483760
3
4150 22 dmcmA   
Cuadro II 
 Profundidad: cm155z   











E I P 
2 0   
6  16  
10   24 
14  29  
18   35 
22  40  
26   42 
30  42  
34   42 
38  40  
42   37 
46  29  
50   25 
54  18  
58 0   
  0 214 205 
4I + 2P  856 410 
 









 Profundidad: cm160z   













E I P 
16 0   
20  12  
24   18 
28  20  
32   14 
36  12  
40 0   
  0 44 32 
4I + 2P  176 64 
 
 









 Profundidad: cm165z   










E I P 
24 0   
26  6  
28   8 
30  7  
32   5 
34  3  
36 0   
  0 16 13 
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